Analiza Matematyczna M3, Wydzial Matematyki, lista 2

Zadanie 1. Korzystajac z definicji, oblicz catke [r zyd(z,y), gdzie K = [0,2] x [1, 3].
Zadanie 2. Dana jest funkcja

gdy z,y € Q,

gdy 2 € Q,y € R\ Q,
gdy r e R\ Q,y € Q,
, gdy z,y e R\ Q.

Oblicz [ f(x,y)d(z,y) i [ f(z,y)d(z,y) gdy K = [a,b] x [¢,d].

flx,y) =

w N = O

Zadanie 3. Niech f : [a,b] X [¢,d] — R bedzie niemalejaca wzgledem kazdej zmiennej z osobna, gdy
wartosé¢ pozostalej zmiennej jest ustalona. Wykaz, ze taka funkcja jest catkowalna na K = [a, b] X ¢, d].

Zadanie 4. Niech D C R”" bedzie zwarty i niech f : D — R bedzie ciagta na S. Wykaz, ze
hiperpowierzchnia w R™*! okreslona wzorem x,,.1 = f(x1, 22, ..., Tn), (T1, T2, ..., 7,) € S ma zerowa
miare Jordana w R™*1,

Zadanie 5. Niech f bedzie funkcja ograniczong na zbiorze ograniczonym D C R", Zatézmy, ze f = 0
poza zbiorem o zerowej mierze Jordana w R™. Wykaz, ze f jest calkowalna na D i [, f(X)dX = 0.

Zadanie 6. Niech D C R™ bedzie ograniczony. Zatézmy, ze [, g(X)dX istnieje i niech h bedzie
funkcja ograniczona na D i taka, ze g(X) = h(X) poza zbiorem o zerowej mierze Jordana. Wykaz,
ze wowczas h tez jest catkowalna na D i zachodzi réwnosé [, g(X)dX = [, h(X)dX.

Zadanie 7. Oblicz catke [ |z +y] d(z,y), gdy K = [0,2] x [0, 2].

1, gdyzeQ,

Zadanie 8. Na kwadracie K = [0, 1] x [0, 1] okreslona jest funkcja f(x,y) = { 2y, edyz €R\Q

1, 41
Wykaz, ze / (/ f(z,y) dy) dr =1, ale f nie jest calkowalna na K.
o \Jo

b

d
Zadanie 9. Zalézmy, ze istniejg calki / f(z)dx oraz / g(y) dy. Wykaz, ze wowczas:

a

a) Istnieja catki /Kf(x) d(x,y) oraz /Kg(y) d(x,y), gdzie K = [a,b] X [c,d].
b) Istnieje caltka /Kf(x)g(y) d(x,y).

¢) Zachodzi réwnos¢ /K f(@)g(y)d(z,y) = (/abf(x) da:) (/cdg(y) dy).

b
Zadanie 10. Niech f bedzie ograniczona na [a, b]. Zalézmy, ze istnieje catka / f(z) dzx. Rozpatrujac

a

catke / [f(z) — f(y)]*d(z,y), gdzie K = [a,b] x [a, b], udowodnij nieréwnosé
K

(/abf(x) dﬂf)Q <(b-a) /ab F2(x) du.



